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Neste artigo mostramos uma anéilise abrangente e didaticamente detalhada sobre os feixes 6pticos elipticos,
abordando aspectos tedricos e experimentais. Inicia-se com a introducgdo sobre a importancia do estudo dos
fendémenos luminosos, destacando pesquisas sobre avangos tecnolégicos e cientificos proporcionados por feixes de
luz. Nosso trabalho destaca a escassez de divulgagdo sobre os feixes Opticos de Mathieu, e a importancia da
producdo de material técnico diddtico para a formacdo de estudantes de Fisica no Brasil. Parte-se das equacgoes
de Maxwell para derivar a equagao de Helmholtz (EH), em seguida, procura-se uma solugdo para a EH em
coordenadas elipticas cilindricas, detalhado como se chega aos feixes de Mathieu. Explora-se a relacdo entre
os feixes de Mathieu e os feixes Bessel, bem como a propagacdo nédo difrativa deles. Além disso, destaca-se
a importancia da singularidade de fase na determinagio da ordem ou da carga topolédgica (CT) dos feixes e a
limitagao pratica da distdncia de propagacéo dos feixes nao difrativos. Por fim, menciona-se a geragdo experimental
dos feixes de Mathieu por meio de configuracées experimentais rasticas como por meio de hologramas.
Palavras-chave: Feixes ndo difrativos, Feixes de Mathieu, Luz modulada, Feixes elipticos.

In this article we show a comprehensive and didactically detailed analysis of elliptical optical beams, covering
theoretical and experimental aspects. It begins with an introduction to the importance of studying light
phenomena, highlighting research on technological and scientific advances provided by light beams. Our work
highlights the scarcity of publicity about Mathieu’s optical beams, and the importance of producing technical
teaching material for the training of Physics students in Brazil. We start from Maxwell’s equations to derive
the Helmholtz equation, then look for a solution for the Helmholtz equation in cylindrical elliptical coordinates,
detailing how to arrive at the Mathieu beams. The relationship between Mathieu beams and Bessel beams
is explored, as well as their non-diffractive propagation. Furthermore, the importance of phase singularity in
determining the order or topological charge of beams and the practical limitation of the propagation distance
of non-diffractive beams are highlighted. Finally, the experimental generation of Mathieu beams is mentioned

through rustic experimental setups such as holograms.

Keywords: Non-diffractive beams, Mathieu beams, Modulated light, Elliptical beams.

1. Introducao

O estudo dos fendmenos luminosos fornece informacdes
valiosas sobre o mundo macroscoépico e microscopico
ao nosso redor e também permite gravar, armazenar e
transmitir essas informagoes [I], soma-se a isso também
o fato de ser possivel usar a luz para aprisionar e
manipular microparticulas.

Atualmente, o nivel de conhecimento e de técnicas
para manipulacdo da luz nos permite usé-la como fer-
ramenta em diversos campos da ciéncia. Podemos citar
como exemplo a descoberta do fenémeno de “pingamento
optico” [I, 2], realizada no ano de 1969 por Arthur
Ashkin et al., e laureado com o Prémio Nobel de Fisica
em 2018. Referéncias mais recentes sobre o tema podem
ser encontradas em [2] [3].
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Quando se fala em manipular a luz com o intuito de
aplicéd-la em outros ramos da ciéncia, ndo tem como nao
nos referirmos aos feixes 6pticos [4], pois, do ponto de
vista tedrico, campos de luz modulada sao representados
por solugoes da equagdo de Helmholtz (EH) escalar em
um dado sistema de coordenadas conveniente.

Um fenémeno intrinseco da propagacao da luz é o
que conhecemos como difracdo, deste modo algumas das
solucbes da equacdo de Helmholtz representard feixes
que sentem tal efeito & medida que se propagam. Por
exemplo, isso pode ser notado observando a cintura de
um dado modo Laguerre-Gauss, pois, de fato, este para-
metro depende da distdncia de propagagdo do feixe [5].
Neste caso dizemos que a solucao da EH é nao exata ou
paraxial.

Porém, sob determinadas condigdes, a EH nos forne-
cerd solugbes que representam feixes que ndo sentem os
efeitos da difragdo ao longo de suas propagacoes [0]. Tais
solugoes podem ser obtidas tanto para luz espacialmente


www.scielo.br/rbef
https://orcid.org/0000-0001-5213-0999
mailto:joao.amaral@prof.ce.gov.br

€20240096-2

coerente como para parcialmente coerente [7]. Neste
caso, dizemos que os feixes de luz representam solugdes
exatas da EH, e podem ser chamados de feixes nao
difrativos, feixes nao paraxiais ou de feixes invariantes.

Uma caracteristica que tornou os feixes 6pticos objetos
de interesse para incontaveis pesquisadores é o fato de
alguns deles transportarem momento angular orbital
(MAO) [B, [6]. Isso os torna ferramentas tteis para
se trabalhar com decodificagdo de informacao [8, [9],
além da possibilidade de serem usados para aprisionar e
manipular microparticulas [TOHI2].

No cenario especifico dos feixes nao difrativos que
transportam MAQ, podemos citar aplicagGes na area da
manipulagdo déptica, haja vista que, em 2001, J. Arlt
et al. demonstraram uma técnica para manipulacao
optica de particulas de tamanho micrométrico, incluindo
amostras bioldgicas, usando um feixe Bessel de ordem
zero [13]. V. Garcés-Chavez e colaboradores, utilizando
a propriedade de auto reconfiguracao do feixe Bessel,
conseguiram aprisionar e manipular grupos de micro-
particulas em diferentes planos perpendiculares ao eixo
6ptico separados de uma certa distancia [14].

O exposto até o momento mostra a importancia
dos Feixes Bessel, pois podem servir de ferramentas
em muitas dreas da ciéncia. Além disso, devido a sua
simetria radial, é uma solucao da EH razoavelmente facil
de ser obtida. Entretanto, podemos encontrar sistemas
fisicos 0s quais nao possuem secao transversal com
geometria circular. Pensando nisso, no final dos anos de
1990, cientistas da area da dptica dos feixes viram que
era preciso d4 um passo a frente.

Nesse aspecto, o trabalho de J.C. Gutiérrez-Vega et al.
é de grande importancia para a literatura cientifica, pois,
no ano 2000, eles encontraram uma nova classe de luz
nao difrativo que transporta MAO, que passou a ser
chamada de Feixes elipticos ou de Mathieu. Eles mos-
traram que tais feixes eram representados pela solucao
exata da EH em coordenadas elipticas uma geometria
eliptica [15].

A partir da descoberta teérica dos feixes de Mathieu,
as pesquisas se voltaram para tentar sua realizacao
experimental. De modo que, nesse sentido, em 2001,
alcangou-se um primeiro passo, pois J.C. Gutiérrez-Vega
et al. [16], utilizando um arranjo experimental rudi-
mentar, geraram feixes de Mathieu de ordem zero. Em
2002, utilizando hologramas gerados por computador,
S. Chévez-Cerda e colaboradores geraram experimental-
mente feixes elipticos de alta ordem que transportam
MAO [17].

A capacidade de gerar feixes ndo difrativos com geo-
metria eliptica oferece novas possibilidades em diversas
areas de pesquisas e aplicagdes. Por exemplo, no ano
de 2006, C. Lépez-Mariscal e colaboradores utilizaram
feixes de Mathieu para aprisionar e manipular micro-
particulas a partir da transferéncia de MAO da luz para
esses micro corpos materiais [18].

A partir do exposto até agora, percebe-se que os
campos de luz nao difrativos e especificamente os feixes
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de Mathieu sao de grande importancia para diversos
ramos da ciéncia. Porém a literatura ainda é didati-
camente resumida, em sua grande maioria escrita em
inglés e muito restrita a cursos de pds-graduacoes. Isso
acaba diminuindo o acesso desse e, por consequéncia,
nao despertando a curiosidade dos estudantes por este
conhecimento.

Para quem estuda os feixes de luz, é um fato facil
de verificar que encontrar uma solucdo da equacao de
Helmholtz em sistemas de coordenadas que possuam
simetria radial acentuada é menos dificil do que para
sistema de coordenadas em que isso ndo ocorre. Por
exemplo, é mais facil uma solugdo da equacdo de
Helmholtz em coordenadas cilindricas circulares do que
em coordenadas cilindricas elipticas.

Neste sentido, com o intuito de contribuir com a
formacao de muitos estudantes de Fisica no Brasil,
mostraremos como encontrar uma solu¢do para equagao
de Helmholtz em coordenadas cilindricas elipticas. Para
isso, manusearemos as equacoes de Maxwel para encon-
trarmos a equagdo de Helmholtz escalar. Em seguida
resolveremos a EH em coordenadas cilindricas elipticas
lancando mao do fato que um feixe nao difrativo pode
ser visto como uma soma de ondas planas.

2. Equacao Escalar de Helmholtz

A propagacdo da luz no espago livre (vdcuo) é equi-
valente a campos eletromagnéticos propagantes muito
distantes das fontes que os gerou. Um feixe éptico con-
siste em um campo de luz modulado (ou moldado) [4],
entretanto a forma como o feixe é esculpido depende da
resolucao de uma equagao diferencial em um sistema de
coordenadas especifico.

A equagao diferencial que descreve a propagacio de
um feixe 6ptico é obtida a partir da manipulacao das
equagoes de Maxwell no véacuo [19]:

V- E(r,t) =0, (1a)
V- B(r,t) =0, (1b)
V x E(r,t) = —%, (1c)

OE(r,t)
ot

com €y e pg sendo a permissividade elétrica e a
permeabilidade magnética do vacuo, respectivamente.
Além disso, E(r, t) é o campo elétrico e B(r, t) é o campo
inducado magnética.

A partir das Equagoes e , observa-se que
os campos elétrico E(r,t) e indu¢do magnética B(r,t)
estao acoplados. O desacoplamento dos campos E(r,t) e
B(r,t) nos fornece equagoes de onda tanto para E(r,t),
quanto para B(r,t) [20]:

V x B(r,t) = eopio (1d)

0?E(r,t)

V2E(r,t) — eopio 52

=0, (2a)
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0?’B(r,t
V2B(r, t) — em% =0. (2b)

As Equagoes e (2b) nos dizem que tanto o campo
elétrico, E(r, t), quanto a inducdo magnética, B(r, t), sdo
ondas que se propagam com uma velocidade dada por:

1
vV €oHo

Todavia, a intensidade do campo elétrico é muito mais
evidente que o da indugdo magnética, uma vez que E =
¢B [19]. Por isso que é comum representar um campo de
luz apenas por E(r,t).

Quando se trabalha com campos monocromaticos de
frequéncia de oscilagdo w, linearmente polarizados, a
manipulagdo conveniente da Equacao nos propor-
ciona encontrar a equacao diferencial que descreve a
propagacao de um feixe 6ptico conhecida como equagéo
escalar de Helmholtz [4]:

CcC =

~ 2,99792 x 10%m/s.

V2E(r) + k*E(r) = 0, (3)

onde a fungdo escalar F(r) é chamada de amplitude
complexa do campo elétrico, e k = w/c é o médulo do
vetor de onda. A Equagao (3) admite solugdo exata [21] e
via aproximagao paraxial [22]. O passo a passo detalhado
para sair das equacoes de Maxwell e chegar a equacao de
Helmholtz pode ser encontrado no artigo entitulado por
“Moldando a luz: a fisica por tras dos feixes épticos” [4].

Quando se utiliza o conceito de onda paraxial na
Equacao , chaga-se na equacao paraxial de Helmholtz
cuja solucdo em coordenadas cartesianas dé origem
aos feixes Hermite-Gauss [5], mas quando resolvida em
coordenadas cilindricas, deriva-se os modos Laguerre-
Gauss [B].

Uma solugdo exata da Eq. em coordenadas ci-
lindricas d& origem aos feixes Bessel [6], mas quando
a Eq. é resolvida em coordenadas elipticas, obtém-
se o feixes elipticos, também conhecidos como feixes de
Mathieu [23]. Além disso, pode-se também resolver a
Equagdo (3) em coordenadas parabdlicas para obter os
chamados feixes parabdlicos [24].

Todos os feixes obtidos a partir da solucao exata da
equagio de Helmholtz sdo nao difrativos [4]. Isso implica
que a distribuicdo de intensidade 6ptica do campo de
luz ao longo da propagacdo permanece constante, ou
seja, I(ry,0) = I(ry,z > 0). Portanto, a seguinte forma
funcional para E(r) = E(ry, 2):

E(r, z) = A(ry) exp(ifz), (4)

[eN

é uma solucdo possivel da Equagdo (3), onde r:
o vetor transverso de E(r) e / é uma constante a
ser especificada. Aqui é importante salientar que ry é
um vetor arbitrdrio, pois em coordenadas cartesianas
r+ = (x,y), em coordenadas cilindricas ry = (p,¢),
em coordenadas elipticas ry = (£, @), e em coordenadas
parabdlicas r; = (£, 7).
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H4 duas maneiras de se obter um feixe nao difrativo. A
primeira maneira é resolver a Equagao pelo método
de separagio de varidveis (muito exaustivo) em um dado
sistema de coordenadas. A segunda maneira (menos
exaustiva) é admitindo que um campo 6ptico pode ser
representado por uma superposigdo de ondas planas [25].

Um campo constituido por uma superposi¢ao de ondas
planas, & medida que este se propaga, as ondas planas
interferem umas com as outras construtiva e destrutiva-
mente. Tal processo de interferéncias dependem da fase
relativa adquirida por cada onda plana na direcdo de
propagagcao [26].

Entretanto, Hernandez-Figueroa et al. mencionam que
h& superposi¢oes em que a fase de cada onda plana muda
de forma idéntica, todos os feixes ndo difrativos tém essa
caracteristica [26].

Amaral e Lima afirmam que um feixe nao difrativo
pode visto como um conjunto de ondas planas de igual
amplitude com iguais componentes longitudinais do
vetor de onda, k., se superpondo [4]. Tais superposicoes
de ondas formam um cone de luz em que o eixo do cone
corresponde a diregdo de propagacao de um dado feixe
nao paraxial. Porém os vetores de onda k habitam na
superficie do cone. Destes modo, os vetores k podem
ser decompostos em componentes transversal, k;, e
longitudinal, k., em que k = |k| = /kZ + k2.

Para alterar o tipo de feixe que se pretende gerar,
deve-se realizar uma alteracao nas amplitudes das ondas
planas que compdem a superposi¢ao. Isso implica que
a amplitude das ondas que geram feixes elipticos é
diferente das amplitudes das ondas planas que formam
os feixes parabdlicos, e etc.

O caminho para uma abordagem matematica do que
foi exposto até o momento € trilhado a partir da equagao
de Helmholtz:

— — —_— 2 =
+ ” + . —i—k)E(axy,z) 0. (5)

E usual escolher o eixo z como a direcdo de propagacao.
Isso implica que a onda plana a seguir é solucao da

Equagao :
Eo(x,y, 2) = explik.z — iki(xcos ¢ + ysing)],  (6)

desde que a relagdo k?* = k7 + k? seja satisfeita. Onde
k. é o componente longitudinal do vetor de onda e k;
corresponde & componente transversal. A variavel ¢ é o
angulo polar do plano transverso onde reside k.

A superposicao de multiplas ondas planas para gerar
um feixe nao difrativo pode ser descrita usando a integral
de Whittaker [26]:

27
E(:z:,y, Z) _ eikzz / A(¢)€ikt(wcos¢+ysin¢)d¢ (7)
0

a qual é solugdo da equagdo de Helmholtz [4]. A fungéo
complexa A(¢) define a fase e a amplitude das diferentes
ondas planas que se superpoem para formar um feixe nao
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Figura 1: llustracdo dos padrdes de intensidade, I, (p, ¢, z), dos
Feixes Bessel verificados no plano z = 0.

difrativo. O vetor de onda transverso, k;, reside em um
circulo.

Além disso, pode-se afirmar que qualquer funcéo
complexa A(¢) define um feixe néo difrativo. Entretanto,
a integral de Whittaker s6é pode ser expressa analiti-
camente para alguns casos particulares de A(¢) [26].
Quando A(¢) = e ™% obtém-se a familia dos feixes
Bessel:

Em(p, &, 2) = A Jm (kep)e™mPeth==, (8)
cuja distribuicdo espacial de intensidade é dada por:

Ln(p, 6, 2) = | A |*| T (Kep) 2. 9)

em que A,, é uma constante. A figura abaixo mostra os
padroes de intensidade dos feixes Bessel para diferentes
ordens.

A partir da Figura , nota-se que os feixes Bessel
tém alto grau de simetria radial, pois, do ponto de vista
tedrico, tem-se um feixe na forma de um cilindro reto
se propagando pelo espago. O perfil transverso deste
cilindro, em qualquer ponto do eixo de propagagao, é
constituido por anéis luminosos concéntricos separados
por regides escuras.

Enfatizamos que todas as simula¢Ges numéricas para
construgcdo dos padroes de intensidade e de fase dos
campos Opticos discotidos ao longo do texto foram re-
alizada com o0 MATLAB (do inglés Matrix Laboratory),
que é um software de computagdo numérica de anélise
e visualizacdo de dados. Embora seu nome signifique
Laboratério de Matrizes, seus propositos atualmente sao
bem mais amplos.

3. Feixes de Mathieu

Iniciamos enfatizando que para um feixe 6ptico néo
difrativo, sua distribuicdo espacial de intensidade éptica
ao longo da propagacdo deve ser constante, ou seja,
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I(r4,0) = I(r¢,z > 0). Isso implica que a solucdo da
Equacao procurada deve ter a seguinte forma:

E(z,y,2z) = Ul(z,y) expik.z, (10)

onde U(z,y) é a distribuigdo de amplitude no plano
transversal ao eixo de propagacao e k, é o componente z
do vetor de onda. Portanto, substituindo Equacao
na Equacao chegamos a seguinte equagao:

» | & K} = 11
<8m2+ay2+ t)U(:c,y)—m (1)
onde k? = k? — k2 é o componente transversal do vetor
de onda.

Lembre-se que a tarefa em questdo neste artigo é
mostrar, de maneira detalhada e didatica, como se chega
aos feixes de Mathieu. Portanto, deve-se expressar a
equagao de Helmholtz em coordenadas elipticas. Toda-
via, a relagdo entre o sistema de coordenadas cartesiano
e o cilindrico eliptico:

x = hcosh(§) cos(¢),
y = hsinh(¢) sin(¢),

z = z,

com 0 <€ <o0el< o< 2m. A constante h representa
a distancia focal de uma elipse localizada no plano
transverso. Deste modo, tem-se que a transformacao
x + 1y = hcosh(§ + i¢) é satisfeita.

Para expressar a Equagao em coordenadas elip-
ticas cilindricas, deve-se realizar uma transformacao de
coordenadas. Por outro lado, as equacdes de Helmholtz
em coordenadas cilindricas elipticas e em coordenadas
cartesianas estdo conectadas pelo jacobiano J [27]. Deste
modo, a equagao de Helmholtz neste novo sistema de
coordenadas pode ser expressa como [28]:

8—2+8—2+ ||k ) UE ¢) =0 (12)
062 " 9¢? ¢ R

em que J é o determinante da matriz jacobiana, o qual

é dado por:

o0& 0 0z

_0y2) 9y [ 9y
T o e @ e
% o os

Agora é s6 uma questdo de realizar as derivadas e
calcular um determinante para mostrar que:

J = h?[sinh? € cos? ¢ + cosh? ¢ sin? ¢].

Porém, podemos simplificar essa expressao a partir das
seguintes relagoes trigonométricas:

sinh?¢ = cosh(2¢) — cosh?¢,

sin? ¢ = cos? ¢ — cos(2¢),
2cos’ ¢ = 1+ cos(2¢),
2cosh?¢ = 14 cosh(2€).
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Fazendo as manipulacoes algébricas necessarias, encon-
tramos:

J = h?[cosh(2¢) — cos(2¢)]. (13)

Portanto, a equacdo de Helmholtz em coordenadas
cilindricas elipticas é dada por:
0? 0? h2k?

962 T o T g (cosh2 —cos29)

U(&,¢) = 0.

(14)
Supondo que a solugdo admita separagao de variaveis,
podemos escrever U(€, ¢) como um produto de fungoes
que dependem das variaveis £ e ¢, ou seja,

U(&, ¢) = R(§)P(). (15)

Agora, substituindo a Equacéo na Equacao (14) e
em seguida dividindo o resultado por R(£)®(¢), obte-
mos:

1R
R de?

1d2® K22
+ JE—
ddg 2

[cosh 2§ — cos2¢] = 0. (16)

Deste modo, a equagao de Helmholtz da origem a duas
equagoes diferenciais ordinarias, em que uma é radial e
outra é angular, conhecidas como equagoes diferenciais
de Mathieu [29]:

d’R

dﬁgg) — [a — 2q cosh(28)]R(€) = 0, (17)
d*®(¢) _
R + [a — 2q cos(2¢)]®(¢) = 0, (18)

onde a quantidade a é uma constante de separacao, en-
quanto que o pardmetro ¢ = k?h?/4 contém informacio
do vetor de onda transverso e do sistema de coordenadas
elipticas.

Neste ponto, é importante relembrar que um feixe
nao difrativo pode ser visto como uma superposicao de
multiplas ondas planas. Desta maneira, para expressar a
Equacao em coordenadas elipticas, iremos manipular
o argumento da exponencial, k:(z cos ¢ + ysin ¢). Note
que podemos escrever £ = pcos ¢ e y = psin ¢, de modo
que:

ki(xcos ¢’ +ysing') = kipcos(¢’ — ¢). (19)

em que p = y/x2 + 32
A partir da relagdo na Equacao , observe que
podemos proceder da seguinte maneira:

kip = ker/ 22 + 2.

Lembrando que em coordenadas elipticas =z =
hcosh & cos ¢ e y = hsinh € sin ¢, entao, tem-se que

kip = kth\/cosh2 € cos? ¢ + sinh? £ sin? ¢
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Porém, sabe-se que sinh? ¢ = cosh®¢ —1 e cos2¢p =1 —
sin? ¢. Portanto:

kip = kth\/cosh2 £(1 — sin? ¢) + (cosh® € — 1) sin? ¢.

= k¢hy/cosh? & — sin? ¢, (20)

onde ¢ = tan~!(y/x) = tan~!(tanh&tan¢). Sabe-se
também que o pardmetro ¢ estd relacionado com k;
e h, de maneira que podemos escrever kih = 2,/q, isso
implica que podemos definir uma nova varidvel x da
seguinte forma;:

X = kip = 24/q\/ cosh? € —sin? ¢. (21)

Portanto, lancando mao das Equacoes e ,
podemos escrever a Equagao , em fungdo das coor-
denadas elipticas, da seguinte forma:

2m

U, ¢)= [ A(¢)[cos(x cos(¢’ — )

0
+isin( x cos(¢’ — ¢))]de’, (22)

onde usamos a propriedade exp[if] = cos§ + isin 6.

Assim, para o caso do sistema de coordenadas elipti-
cas, o espectro angular, A(¢’), é encontrado ao resolver a
Equagao , a qual pode ter quatro solu¢oes conhecidas
como fungdes angulares de Mathieu. As duas primeiras
delas sdo:

ceam (¢, q ) cos(2ma’), (23)

Z A2m

com periodicidade 7, e

Z A2m+1

com periodicidade 2. As fungdes ceon(¢’,q) e
ceam+1(¢’,q) possuem paridade par. As outras duas
solugoes sao:

ceomi1(¢ Yeos[(2m + 1)¢'], (24)

Z Bam+2(q

com periodicidade 7, e

Z BQm+l

m=0

seam+2(P )sin[(2m + 2)¢'],  (25)

seami1(9 )sin[(2m + 1)¢'], (26)

com periodicidade 2m. As fungdes segn,i2(¢',q) e
seam+1(¢’,q) apresentam paridade impar. Desta ma-
neira, percebe-se que A(¢’) pode assumir quatro dife-
rentes formas. As quatro func¢oes de Mathieu angulares
sao validas para qualquer valor de m, ou seja, m =
0,1,2,3, -

Quando falamos em paridade de fugbes, estamos a
analisar se a funcao é par ou impar. Uma dada fucao f(x)
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é dita ser par se f(x) = f(—z). Por outro lado, uma
funcao g(x) serd fmpar se g(—x) = —g(x). Acreditamos
que a partir de agora o leitor que ainda nao entendia o
que significa o termo “paridade de uma func¢ao” passa a
compreender.

A partir de agora, passa-se a verificar qual serd a
forma funcional de U (¢, ¢) para cada uma dessas quatro
situacoes.

3.1. Amplitude U(¢, ¢) para funcdes de Mathieu
de periodo 7

Iniciamos com o caso em que o espectro angular assume a
forma da fung¢éo de Mathieu par (e = even) de perfodo T,
ou Sejaa A(QS/) = CeZm(qbl7 Q)

27
US (€, 6) = /O cos| x cos(¢ — &)]ceanm(d', g)de)

27
+ i/o sin[ x cos(¢' — ¢)|ceam (¢, q)dd'.
(27)

A literatura [30] mostra que a solucdo das integrais na
Equacao se dao a partir das seguintes relagoes:

2w
/0 cos|x cos(¢' — @)]cean (¢, q)d¢’

_ 21 Ao(q)[Ceam (&, q)ceam (9, q)]
ceam (0, q)ceam (m/2,q)

; (28)

2
/ SiIl[XCOS(QZS/ - ¢)]Ce2m(¢7 Q)dd’/ = Oa (29)
0
isso implica que

2w Ao (q)[Ceam (&, q)ceam (@, q)] '

Uyen (5’ ¢) = Cezm(o, Q)C€2m (7T/2’ q>

(30)

Quando A(¢') = seami2(d’,q), tem-se que a integral
de Whittaker da origem a um campo que depende de
uma fungdo de Mathieu impar (o = odd) de periodo 7:

27
Une.0) = [ coslxcos(’ = d)]seansald’. )s
27
+ i/o sin[ x cos(¢’ — ¢)]seami2(¢, q)dg’.

(31)

Novamente, langa-se méo da literatura [30] para verificar
que:

2m
/0 cos| x cos(¢' — ¢)|seami2(d, q)d¢’

— 277'qu (Q) [Se2m+2 (éa Q)8€2'm+2 (¢7 Q)]
S€am+2 (Oa q)562m+2 (71—/27 q)

, (32)

27
/0 sin x cos(d’ — @)|seams1 (¢, 0)dd =0.  (33)
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Deste modo, temos que

21qBa(q)[Seam+2(&, q)seam+2(d, q)]
s€am+2(0, q)seamy2(m/2,q)

Un(§¢) =

. (34)

Mais adiante ficard claro que tanto a equagdo (30)
quanto a Equacgido (uma ou outra) podem represen-
tar a parte real da familia de feixes de Mathieu. E usual
buscar uma expressao, esteticamente agradavel de se
analisar e pouco carregada de termos, para representar o
feixe de ordem zero. A partir dos resultados encontrados
até agora, verifica-se que a forma funcional para o feixe
de Mathieu de ordem zero, em qualquer ponto do eixo z,
é dada por:

EO (Ea ¢7 Z) = Aceo (57 Q)CBO(¢7 q) exp(ikzz), (35)

onde A é uma constante.

A Figura mostra os padroes de intensidade e de
fase dos feixes de Mathieu de ordem zero para diversos
valores de ¢q. Ao observar a Figura com atencao
notamos que a distribuicdo de fase de cada feixe nédo
contém singularidade, independentemente do valor de g.
Isso implica que os feixes de elipticos de Mathieu néo
transportam momento angular orbital, como era de se
esperar.

Na Figura , a partir dos padroes espaciais de fase,
também conseguimos observar o comportamento dos
feixes de Mathieu de ordem zero quando se altera o
valor de g. Observe que a medida que aumentamos g,
isso equivale a aumentar a distdncia inter focal das
elipses correspondentes, e consequente aumento de suas
elipticidades.

Além disso, ainda se referindo a Figura , observe
que & medida que a elipticidade dos feixes aumentam, o
padroes de intensidades tendem a se tornar retangulares.

q=4 q=20 q =50
0

>
x [u.a] x [u.a] x [u.a]
m r\ 7\ i
) (S)
AU
\ /. u u -
x [u.a] x [u.a] x [u.a]
Figura 2: llustracdo dos padrdes de intensidade, Iy =

|Eo(€, 6, 2)|?, e de fase dos feixes de Mathieu para diferente
valores de . Feixes n3o difrativos ideais possuem extensdo
espacial infinita, por isso a escala de medida espacial é arbitraria

[u.a].
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3.2. Amplitude U(¢, ¢) para fungées de Mathieu
de periodo 27:

Para as fungoes angulares de Mathieu de periodicidade
27, temos a funcdo par cesmi1(d’,q). Deste modo,

assumindo que A(¢') = ceanmi1(¢’,q), a Equagdo
assume a seguinte forma:

27
Ui6.0) = [ coslxeos(d’ = )lecanin (¢ )0
27
+ z/ sin[ x cos(¢' — ¢)]ceam+1(o, q)d¢'.
0
(36)

Mais uma vez, revisita-se as tabelas de integrais de
Gradshteyn [30] para constatar que:

27
/0 cos| x cos(¢’ — ¢)|ceam+1(d’, q)d¢’ =0, (37)

27
/0 sin[ x cos(¢’ — ¢)]ceami1(¢’, q)de’

_2m/qAi(9)[Ceam+1 (8, g)ceamr1(6, q)] (38)
CE2m+1 (Oa q)ceIQmJ,-l (F/Qa q) .

Este resultado nos leva a concluir que

_2mVaAg N[Ceam+1(&, q)ceam+1(e,q)]
ceam+1(0, q)ceam1(m/2,q) '

Un(§:0) =
(39)

Finalmente, quando A(¢') = seam11(¢', q), que é uma
funcdo impar (o = odd), tem-se que:

2
UTC;L (67 ¢) = /0 COS[ X COS(Q/)/ - ¢)]Se27n+1 (¢/7 q)dqsl
2
i /0 sin x cos(¢’ — 8)]seams1 (¢, 0)dd.
(40)

As tabelas de integrais de Gradshteyn et al. nos mostra
que:

2
/0 cos| x cos(9) — &)]seams (@ q)dd =0, (41)

27
/0 sin[ x cos(¢' — @)|ceam11(¢’, )’

_ 27, /qB1(q)[Seam+1(&, q)se2m41(4, )]
se2m+1(0, q)s€2m11(7/2,q) '

(42)

Deste modo, pode-se escrever a Equagao (40) da seguinte
maneira:

27‘('\[31( )[S€2m+1(§7 q>5627rz+1(¢a Q)] )

Un (&, ¢) = s€am+1(0, q)seam11(m/2,q)

(43)
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Os coeficientes Ag(q), Ba(q), A1(q) e B, além de
serem funcgoes de ¢, suas formas funcionais também de-
pendem do valor de m. A respeito da forma funcional dos
coeficientes, pode-se ver mais detalhes na referéncia [31].

As fungoes Se(€, q) e Ce(&, q) sao solugoes da equacio
radial de Mathieu, estas sdo conhecidas como fungoes de
Mathieu radiais. Tais fungdes podem ser encontradas na
literatura [32] como:

Ceam(£,q) Z Agm(q) cosh(2mé), (44a)
Ceams1(£,q) Z Azmy1(g) cosh[(2m + 1)¢], (44b)
Seam2(£,q) Z Bap2(q) sinh[(2m + 2)¢],  (44c)
Seam+1(§,9) Z Bapmt1(g) sinh[(2m + 1)£]. (44d)

Todavia, lembre-se que sin(iz) = sinh(z) e cos(iz) =
cosh(z). Deste modo, é facil perceber que as fungoes
radiais de Mathieu surgem das fungoes angulares quando
é assumido que ¢ = €. Portanto, no que diz respeito a
paridade e periodicidade, as fun¢ées de Mathieu radiais
possuem a mesmas caracteristicas das fungdes angulares.

Uma forma interessante de representar os feixes de
Mathieu foi achada por Sabino et al. ao demonstrarem
a existéncia de vortices elipticos [33]. Eles construiram
uma expressao que representa os feixes de Mathieu em
uma forma generalizada. Ou seja, uma expressao que
contém as solugoes pares e impares. Esta solucdo é
obtida considerando uma combinagao adequada entre
o produto das funcgoes radiais e angulares, de maneira
que a estrutura caracteristica dos feixes elipticos é
preservada:

E(§7 QS’ Z) = [Am (q)cem(gv Q)Cem (¢a Q)

+ iBm(q)Sem (&, q)sem (¢, q)] exp(ik.z).
(45)

Com essa estrutura, os cientistas da referéncia [33] ainda
mencionam que a parte real dos feixes de Mathieu é
valida para m = 0,1,2,3,---, mas a parte imaginaria
s6 é valida para m = 1,2,3,---, fato que explica o
motivo da escolha da Equacao para representar o
feixe eliptico de ordem zero.

Na Figura mostramos ao leitor padrdes de inten-
sidade dos feixes de Mathieu de alta ordem (m > 0)
para diferentes valores de m com diversos valores para o
parametro q.

Uma anélise da Figura nos mostra duas tendéncias
dos feixes elipticos de alta ordem. Quando se fixa m
e atribuimos valores cada vez maiores para ¢, nota-se
que a elipticidade da distribuicao espacial de intensidade
transversal aumenta. Por outro lado, para um dado m
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m=3; g=1 m=3;, q=3 m=3;, q=5
. . |
m=6;, q=28 m=6; q=12
~
/
m=10; g=5 m=10;9q=15 m=10; q=30
©
3,
>
0
x [u.a] x [u.a] [u.a]
Figura 3: llustracio dos padrdes de intensidade, I,, =

|Em (€, ¢,2)|?, dos feixes de Mathieu para diferente valores de
meq.

fixo, quando observamos a diminuicdo dos valores de ¢,
notamos que o feixe tende a se tornar circular.

Mas feixe nao difrativo com geometria circular sdo os
modos Bessel. Surge, entdo, a seguinte questao: ha uma
relagdo entre os feixes de Mathieu e a familias de feixes
Bessel? Para responder a esta pergunta, vamos construir
a Figura 7 a qual exibird padroes de intensidade e fase
para diferentes valores de m, mas com ¢ = 0. A partir da
Figura , constatamos que, quando tomamos g = 0, os
feixes de Mathieu deixam de ser elipticos e passam a ser
circulares, ou seja, com obtemos padrdes de intensidade
dos feixes Bessel usando uma solugdo das equacoes de

m=0 m=1 m=2
. - nil
0

x [u.a] x [u.a]

Figura 4: llustracio dos padrdoes de intensidade, I,, =
|En (€, 6, 2)|?, e de fase dos feixes de Mathieu para diferente
valores de ¢ = 0.

v [u.a]
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Mathieu. Isso implica que os modos Bessel é uma classe
particular dos feixes de Mathieu.

J4a é conhecido na literatura que muitos dos feixes que
transportam momento angular orbital (MAO) tém uma
dependéncia de fase do tipo exp(im¢) [5] [6]. Tais feixes
sdo muitas vezes chamados de vértices éptico, pois em
planos transversais ao eixo de propagagdo apresentam
pontos onde a amplitude do campo luminoso é nula,
e consequentemente nestes pontos a fase do campo
é singular [34]. Além disso, a ordem m dos modos
luminosos é também chamado de carga topoldgica.

Uma duvida que pode surgir é como o leitor, que
nao tem familiaridade com o estudo dos feixes 6pticos,
procede para determinar a ordem ou carga topoldgica
de um feixe observando apenas o padrdo que mostra
a distribuicao espacial de fase do mesmo. Preocupados
com isso, faremos uma breve explicagdo a este respeito.
Tomaremos como base a Figura .

Quando olhamos para a Figura , observamos dois
padroes que representam a distribuicao espacial de fase
de uma mesma familia de feixes 6pticos nao difrativo,
mas de ordens m diferentes. Os padrbes nos dizem que
os dois feixes correspondentes transportam momento an-
gular orbital, pois ambos apresentam uma singularidade
de fase em seus centros (pontos onde ndo conseguimos
distinguir a cor). Soma-se a isso o fato de a carga
topoldgica (ou ordem) de um feixe ter uma forte relagiao
com a singularidade em sua fase.

Por exemplo, a Figura A) mostra que ha uma
singularidade de fase no centro do padrao. Imagine que
o caro leitor percorre o entorno da singularidade, a
partir do ponto de menor valor do angulo de fase, —,
no sentido anti-horario. E intuitivo e verdadeiro pensar
que a trajetoria descrita serd uma circunferéncia e ao
longo dessa trajetéria circular serd encontrado valores
do dngulo de fase que variam de —7 (de onde o leitor
partiu) a 7w (onde o leitor chegou), observe a barra de
cores. Neste caso dizemos que a carga topolégica do feixe
ém=1.

Fazendo o mesmo procedimento para a Figura B)7 o)
leitor descreverd a mesma trajetoria circular, mas agora

R

x [u.a] x [u.a]

y [u. a]

Figura 5: Padrées que exibem a distribuicdo espacial da
fase de um feixe Optico ndo difrativo de quem supomos n3o
conhecermos a ordem.
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ele perceberda que os valores do angulo de fase variam
duas vezes de —7 a 7, logo, a carga topoldgica do feixe
é m = 2. E assim por diante para outros valores de m.

Neste momento fazemos o seguinte questionamento: os
feixes de Mathieu de alta ordem, para g # 0, possuem
momento angular orbital? O comportamento da fase dos
feixes elipticos é semelhante aos de geometria circular?
Na Figura , mostramos que os feixes Bessel sao uma
classe particular dos modos de Mathieu para ¢ = 0.
Como os feixes Bessel de alta ordem transportam MAOQ,
pois observamos sigularidade em seus padroes de fase.
Logo, somos levados a pensar que os feixes de Mathieu,
para g # 0, de alta ordem também possuem MAQ. Tal
predicdo é confirmada quando analisamos a Figura @

Observe que, na coluna (A) da Figura @, no padrao
de fase ha apenas uma singularidade, e no entorno da
mesma os valores do angulo de fase variam de —w
a m. Portanto, feixe possui carga topoldgica m = 1.
Observando o padrao de fase da coluna (B) da Figura (6)
trés singularidades de fase, sendo que no entorno de cada
uma delas o angulo de fase varia de —m a 7. Isso implica
que a ordem do feixe é m = 3. Similarmente, conclui-se
que o feixe de Mathieu da coluna (C) da Figura (6]) tem
carga topoldgica m = 4.

A Figura (@ nos mostra que os Feixes de Mathieu
de alta ordem possuem momento angular orbital, pois
em todos os padrdes de fase observamos singularidade.
Porém o comportamento das singularidades de fase se
difere daquelas dos feixes Bessel.

Nos Feixes Bessel de ordem m > 1, a singularidade
é observada no cento do campo 6ptico, e a ordem do
feixe é determinada observando quantas variacoes de —m
a m no entorno do ponto singular. J4 para os modos
de Mathieu os feixes com ordem m > 1, nota-se varias
singularidades de fase, no entorno das quais os valores
do angulo de fase variam de —m a m uma tnica vez, de

(A) (B) (C)
. ~ P
~
¢ b | [ | |
x [u.a] x [u.a]

x [u.a]

[N

3 ©

y [u.a]

Figura 6: Nas colunas (A), (B) e (C) é mostrado os padrdes
de intensidade, I, = |Ewn (£, ¢,2)|?, e a distribuicio espacial
de fase dos feixes de Mathieu de alta ordem. Em ambos ocasos
qg=3.
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(A) (B) (©)
1(x,y,2)

I(x,y,z=0) I(x=0,y,2)

0

x [u.a] z[u.a]

x[u.a]

Figura 7: (A) llustracdo do padrdo de intensidade de um feixe
de Mathieu em z = 0; (B) perfil lateral da propagacdo do feixe;
(C) padr3o de intensidade em z > 0.

modo que a carga topologica de tal feixe é a soma de
todas as singularidades.

Uma visualizacao da nao difracdo dos feixes de
Mathieu é melhor entendida analisando o perfil lateral
da propagacdo do mesmo. A Figura mostrada dois
instantes da propagacdo de um feixe eliptico. Na Fi-
gura A) é mostrado o padréo de intensidade do feixe
em z = 0. A Figura B) mostra a visao lateral da
propagac¢ao do campo luminoso. J4 a Na Figura C)
mostra seu padrao de intensidade em z > 0.

Portanto, a partir da Figura , constatamos o
carater nao difrativo dos feixes elipticos. Porém, isso s
acontece do ponto de vista tedrico, no qual um feixe néo
difrativo é encontrado admitindo que as ondas planas
que o compdem tém extensdo infinita, o que ocasiona
em uma modelo de energia infinita.

Porém, em laboratério nao se consegue ondas de
extensdo infinita. Desta maneira, os feixes de Mathieu
experimentais s6 conseguem se propagar sem sentir os
efeitos da difragdo por uma distdncia limitada. Isso
acontece devido a tamanho limitado das ondas planas
que o compde, quando elas ndo mais interferem umas
com as outras o feixe deixa de existir. Amaral et
mostraram que a distdncia d que um feixe propaga sem
difratar é dado pela relacio [25]:

Lk
== 4
4= 50 (46)

em que L é o lado de uma regido quadrada onde as ondas
planas sao geradas em z = 0.

Na Figura é mostrado dois momentos da propa-
gacdo de um feixe de Mathieu gerado em uma regido
quadrada de lado 1,6 mm. A Figura é formada por
duas linhas. Tanto na primeira linha quanto na segunda
os feixes tém os mesmos pardmetros (m e ¢), mudamos
apenas as componentes transversal do vetor de onda. Na
primeira linha o feixe possui k; = 57 mm™!, na segunda
linha adotamos k; = 67 mm™".

Olhando para a Figura , nota-se que o feixe eliptico
com k; = 57 mm™! se propaga de uma distancia maior
do que aquele de k; = 67 mm~'. Note que este fato estd
de acordo com a Eq. . Observe também que o perfil
lateral da propagacao dos feixes nos mostra que

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 46, €20240096, 2024



€20240096-10

(A) (B) (C)
I(x,y,z=0) I(x=0,y,2) 1(x,y,z = 300)

= . 0
0 100 200 300 -08 0 0,8
x [mm] z [mm] x [mm]

Figura 8: Na primeira linha da figura é mostrado o padrio de
intensidade em z = 0, o perfil lateral da propagacdo de z =0 a
z = 300 mm, e o padrdo de intensidade em z = 300 para k; =
57 mm~'. Na segunda linha mostramos a mesma sequéncia,
mas para um feixe com k: = 67 mm ™. Em ambos os casos os
feixes elipticos tém mesma ordem e mesmo parametro q.

3.3. Geracao experimental dos feixes de Mathieu

O leitor curioso pode fazer a seguinte pergunta: como
sao gerados, experimentalmente, os feixes de Mathieu?
Atualmente a maneira mais usual de se gerar feixes
Opticos em laboratérios é gravando as informagoes de
amplitude e de fase de um campo 6ptico em holograma
gerado por computador (HGP) [35]. O holograma deve
ser enviado eletronicamente a um modulador espacial de
luz (MEL) como uma fase h(x,y) = exp(it(a, ¢), onde
a(z,y) e p(x,y) sdo a amplitude e o dngulo de fase de
um campo 6ptico arbitrario.

Especificamente para feixes nao difrativos, a primeira
realizagdo experimenta foi feita por Durnin et al., em
1987. Eles iluminaram uma fenda circular com ondas
planas colimadas, e em segui captaram a luz advinda
da fenda com uma lente coloca a uma distancia de
um comprimento focal da abertura. Desta maneira
conseguiram gerar feixes Bessel de ordem zero [36].

H&4 também um dispositivo chamado de axicon uti-
lizado para geragdo de campos Bessel [37]. O axicon
é um elemento éptico composto por um conjunto de
anéis concéntricos cuja altura varia azimutalmente e
que, por meio da variacdo de seus paradmetros fisicos
e geométricos — indice de refracdo, altura, periodo,
espessura das paredes — é capaz de converter feixes
Gaussianos em feixes Bessel de altas ordens [38].

Ressalta-se que para os feixes elipticos, além de serem
produzidos experimentalmente por HGP, sua primeira
geragao experimental foi conseguida por Gutiérrez-Vega
el al [39]. Eles lacaram méao do mesmo sistema 6ptico
utilizado por Durnin, porém, a iluminacao da fenda foi
realizada por um feixe gaussiano unidimensional, como
mostra a Figura @ Desta maneira, eles conseguiram
gerar em laboratorio feixes de Mathieu de ordem zero.
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Figura 9: Configuracdo experimenta para a geracdo de feixes
de Mathieu de ordem zero a partir da iluminacdo de uma
fenda circular por um feixe gaussiano unidimensional. Figura
retirada e adaptada do trabalho J.C. Gutiérrez-Vega et al., 2001,
pg- 38, [39].

O feixe gaussiano unidimensional consiste em um
padrao bidimensional, mas que a variacao gaussiana se
dé& apenas em uma direcao.

4. Conclusao

Neste trabalho, através de uma revisao histérica sobre
os campos de luz nao difrativos e especificamente sobre
os feixes de Mathieu, mostramos ao leitor a importancia
dos feixes elipticos, pois os mesmo sao potencialmente
utilizados em técnicas de aprisionamento e manipulagao
de micro corpos, codificagao e decodificacao de informa-
¢80 no cenario classico e quantico, e ect.

Partindo da equacao de Helmholtz, mostramos de
maneira detalhada e diddtica o caminho que deve ser
trilhado para encontrar os feixes de Mathieu. A partir de
simulagao numérica, construimos os padroes de intensi-
dade e de fase dos modos de Mathieu, deixado claro para
o leitor os aspectos da geometria eliptica na distribuicao
espacial da luz.

A partir da Figura , mostramos que o parametro
fisico ¢ é o responsavel pelo controle da elipticidade do
feixe. Além disso, analisando a Figura , concluimos
que os feixes de Mathieu tornam-se feixes Bessel quando
o pardmetro ¢ tende a zero. Analisando as Figuras
e (@, também evidenciamos como determinar a ordem
ou carga topoldgica de um feixe eliptico.

Com as Figuras e (§), expressamos o fato de os
feixes de Mathieu s6 serem nédo difrativos do ponto de
vista tedrico, pois, na pratica, tais feixes se propagam
sem sentir o efeito da difracdo por uma distancia limi-
tada. Enfatizamos também os meios pelos quais se pode
gerar feixes elipticos experimentalmente.
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